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En u n!u ri

a) Care este elementul general aii ?

b) Dacd' n rn

It c*tE,nt: on'^' c161 €c'
k:1 I_1

demonstrali cd, cp1: 0., Vk,n, I I k 1n, I 1l <nx.
c) Ard.tali cd oricare ar fi, matricea A di'n M^,"(C) existd, un singur
sistem de n.m nunlere complere ap , astJel tncdt

A:iiorpr'
k:l l:r

1.1.1 Tlansform5ri liniare in plan

Pentru comoditate , cAnd se utilizeazS, calculul matricial in geometria

plan5,, un punct x de coordonate (q,rz) se va reprezenta printr-un

vector coloand ( "' ) . Vom considera transformdri x ----+ .4.x , unde
\tz )

Mullimea tuturor punctelor x pentr
multimea invariant5 a transformSrii y,-
P 4 Dernonstrali afi,rmalii,le :

a) I(A) nu este o muftime uida

P 5 Determirtali mufii,mi,le inuariant.
dln plan :

a) Simetria in raport cu axa Oxt
b) Simetria in raport cu originea C

c) Rotalia de unghi a, a e[0.2;
d) Proieclia ortogonalS pe axa O.

Se constati c5, toate transformS"rilt
putin un punct invariant, anume origir

Fie (q,rz) I O deci x I 0 - O.:.--

g5si acele puncte x cu proplietatea cr
(O*) , determinat5 de punctele x qi o
ci, Ax trebuie s5 fie de forma )x uld
Cu alte cuvinte apare urmXtoarea prc
punctelor x cu proprietatea

-: (;; )
sau

(1 1) (:;) --+

(rr,rz) este invariant

v : Ax: ( o"*' * arzr2 )r ---- \ ozrrr * a22r2 )

qi o: (Z:: ::i) ,

Cu alte cuvinte , imaginea punctului (rr,rz) prin transformarea definitl
de matricea -4 este punctul

(atrt I apr2, a2trr * azzrz)

Matricea ,4 se mai spune c[ este matricea transform5rii (1.1).

P 3 Fie y : Ax o transformare tn plan. Se cere sd, se deterrn'ine

matricea A , cunoscdnd cd, transformarea este :

a) Simetria in raport cu axa Orr ;
b) Simetria in raport cu originea O ;
c) Rotalia de unghi a, a€ [0,22r)
d) Proieclia ortogonalS pe axa Oq .

Fie V : Ax , vezi (1.1)' Un punct x care rS,mAne nemodificat

in urma acestei transformfl,ri se numeqte invariant . Cu alte cuvinte,

I1) x
I z) Ax:

Este clar _cX dac[ x verific5 (1.3). atu.
ox satisfac de asemenea (1.3).

-\cesta este unul dintre motivele pentr
proprietatea (1.3) , (O*) se spune ca ,

iransformarea (1.1).

gi numai dacl
(l:2) X:,4X

De asemenea , se spune c5, x cu proprir
:l transform5rii x -+ -4x , sau al matri
DacX ), ) € C, are proprietatea cd e.

sA aib5 loc , atunci se spune c[ ) este
in concluzie , mullimea

{* l0I ,4x : )1xi

s: numeqte vectorul-propriu atagat valori
)iotiunile de mai sus se extind in cazr-

1€ M"(A) iar br e M,J(C) .
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64 Solufii gi r5spunsuri SP.1 SP.20

SP.3 a) Tfebuie ca imaginea unui punct
punctul (rr, -rz) , adici

v:Ax:( o""*anrz \:f 11

\ rrrrr *a22r2 ) \ -r,
ImpunAnd aceasti conditie se ob{ine

(r1,12) sd" fie

) 
,Vz1,r2 € IR .

raport at axa Ory

SP.6 Sd presupunem cd ar exi

(*) Ax =

in acest caz p i: xT . 7 : lr1 12 +
A: A, din (*), prin transpunere r

xT A: )r .x"

inmul{ind la dreapta prima egalita

x" 1ax; : lrxr:
adic5 )1 : )r sau )r € IR .

Generalizarea la cazul A e Mr(-=-l
SP.7 Determin5,m valorile pri

sistemul ,4x : .\x admite solulii nt
scrie sub forma (A - 

^12)x 
: 0 . r,

- /a-) b \aet( a a_t):)2-(c-

unde d:det(,4):ad-b2
Discriminantul ecua{iei in ) este -
Cazul I : a: d+}qi b:0.deci
orice x e Mz,r(R) este un vector pr
acre trece prin origine este invaria:i
Cazul ll : A : (o- d)' +4b2 > A ..

)r: a* d- t/T
,

Vectorii proprii corespunz5tori lui

A: ( 1 o ) : -atricea simetriei in
\ U -L /

b) Condilia este ca

v : Ax: ( o'trt |_atz:xz \ - f '' \ w-- \ *,,,,*;;;;; ):\ ;; )'vr1'22€rR
GXsim

A: ( -: 9 ) : matricea simetriei in raport cu originea O .

\ 0 -t1
c) Din

V: Ax:

,Vf1,Jf2elK

: proiectia ortogonalS, pe Or1 , paraleli cr Or2

x1 : -4xt , x2: Ax2b) Avem

Av:p' Axt*q' Ax2:Y + Y eI(A).

SP.5 a)q1 d) : axa Ory -: j(r1.r2) 
= iR2 )rr:0) , b)-c)

r: {o}

arZnZ \ t:
O,rrL l

( attrr I
\ orr" *

zr sin cr \
,l"oro )

/ rt cosa -:l

\ zl sina *
se deduce

A: A(a): ( '?'i -:111 ) : -ut.i.ea cle rota{ie cu ungniul o.
\ srno cosa )

Ax: ( t )concludemcu
d) Din y:

-': ( :,-) 
daci b=t

: (0,0) e L(A) .

I q.xz. Atunci -r: (
inseamnX cd in cazul
dac5 b + 0. ln cazul
dreapt[ invariantX .
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