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Capitolul 1

ENUNTURI

.1.1 Matrice

P 1 Se considerd matricile!

10 0 i 0 1 =5
(o 1)m=(is)m-(20) 5=(0 1)

Se cere : :
i) dacd a1 By + asEs + azE3 + ayEq = Oy, ardtafi cd

op=az=az3=ay4 =0 ;

i) oricare ar fi o matrice A € M>(C) sd se arate cd ezistd un
singur sistem (a1, a9,a3,a4) de numere compleze astfel incat

A=a1Fy +asEs +asEs +as By

i11)  reprezentafi matricea ( ) ca §i 0o combinatie lintara de

St

E,, Ey, B3, E4

P 2 Pentru ke {1,2,...,n}, j€{1,2,...,m} se noteazd prin By =
||ai;|| matricea din My m(C) in care elementul situat pe linia k i pe
coloana | este egal cu 1 , toate celelealte elemente ale matrice: fiind
egale cu zero.

!Termenul de matrice a fost introdus de matematicianul englez James Joseph
Sylvester (1814-1897) in lucrarea On a New Class of Theorems publicatd in 1850.



6 Enunturi

a) Care este elementul general a;; ?
b) Dacd ;

n m

o) ouBrr=0nm o tu€ G,

k=1 1l=1
demonstrati cd ¢ =0, YVe,n, 1<k<n, 1<I<m.
¢} Ardtati cd oricare ar fi matricea A din My, ,(C) existd un singur
sistem de n-m numere complexe oy , astfel incat

n m
A=Y auBEy

=it =1

1.1.1 Transformadri liniare in plan

Pentru comoditate , cind se utilizeazd calculul matricial in geometria
pland, un punct x de coordonate (z1,z2) se va reprezenta printr-un

% z : e
vector coloana ( a:l . Vom considera transformiri x — Ax , unde
2 3
o ; 011 G
= 1 si s s G1g
T2 a1 @G22
sau
T a11r1 -+ a2T
(11) 1 y = Ax = 1141 1242
Z2 G21%1 + G272

Cu alte cuvinte , imaginea punctului (z;,z2) prin transformarea definitd
de matricea A este punctul

(a1121 + a1223, a2171 + a20T2)
Matricea A se mai spune ci este matricea transformarii (1.1).

P 3 Fie y = Ax o transformare in plan. Se cere sa se determine
matricea A , cunoscand cd transformarea este :

a) Simetria in raport cu axa Oz

b)  Simetria in raport cu originea O ;

¢) Rotatia de unghi o, a € [0,27)

d) Proiectia ortogonald pe axa Oz .

Fie y = Ax , vezi (1.1). Un punct x care rimine nemodificat
in urma acestei transformiri se numeste invariant . Cu alte cuvinte,
(71, T2) este invariant fatd de transformarea definitd de o matrice A daca
gi numai daca
(1.2) x = Ax
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Multimea tuturor punctelor x pentru care are loc (1.2) se nuitieste
multimea invariantd a transformdrii y — Ax i 0 vom nota cu Z(A)-

P 4 Demonstrati efirmatiile
a) T(A) nu este o multime vidd .
b) x1,%x€Z(A4), pgeER = p-x1+qg -x €ZI(4).

P 5 Determinati mulfimile invariante ale urmdtoarelor transformdri
din plan

a) Simetria n raport cu axa Oz ;

b) - Simetria Tn raport cu originea Q ;

¢) Rotatia de unghi o, a€[0,27)

d) Proiectia ortogonal3 pe axa Oz .

Se constati ci toate transformirile x — Ax de forma (1.1) au cel
putin un punct invariant, anume originea O .

Fie (z1,22) # O deci x # 0 = 02'.1 = ( g ) . Este interesant de a

gasi acele puncte x cu proprietatea ca imaginile lor se afli pe dreapta
(Ox) , determinatd de punctele x si de originea O . Aceasta inseamni
cd Ax trebuie si fie de forma Ax unde A€ R.

Cu alte cuvinte apare urmatoarea problemd : sd se studieze existenta
punctelor x cu proprietatea

{ 1) x#0

(E 2)  Ax=ix

Este clar ca daci x verifici (1.3), atunci pentru orice @ € R punctele
ax satisfac de asemenea (1.3).

Acesta este unul dintre motivele pentru care daci x este un punct cu
proprietatea (1.3) , (Ox) se spune ci este o dreaptd invariantd fatd de
transformarea (1.1).

De asemenea. , se spune ca X cu proprietitile (1.3) este un vector propriu
al transformdrii x — Ax , sau al matricer A .

Dacd XA, A € C, are proprietatea céd existd x € My (C) astfel ca (1.3)
sd aiba loc , atunci se spune ca A este o valoare proprie a matricei A .

In concluzie , multimea

{x#0]|Ax=X\x} , XNEeC

se numeste vectorul propriu atasat valorii proprii Aj .
Notiunile de mai sus se extind in cazul transformarilor x — Ax unde
A € My (C) iar bz € My, (C) .



Capitolul 2

SOLUTII

i

SP.1 i) Avem > By =
=

@) = ay = a3 = g = 0. 1i) Presupunand prin absurd ca ar exista un

sistem (b, bg, by, by) # (ar, 0y, a3, aq) (de exemplu by # ay) astfel incat

A = b Bl + baFy + b3Eys + by gasim (by — (L])E| + (by — az)Ez ==

(bs — as) 2y + (bg — a4) 24 = Oy cu by — a) # 0. Dar aceasta contrazice

propriclatea enuntatd la punctul i). Se verifica cu usurinta ca dacd

a b :
= ( e > atunci

: +d b+ e) b—c (e —d
(21) (a1, 02.03,04) = (“-2H ’"/();%)f )2 > e 2 ()>

( (r] — ey oy s

. . ceea ce implica
— vy + ey v F ey

L

3 o 3 ke 2. =
i) Diu 2.1, n cazul matricel A= < &) obtincm
3 7 bt o
A= EE\ — ity + 2155 + El,m

SP.2 a) ai = 0,0, . b) Este suficient sa observam ca
] il i

Lo L 4 - SRS 4 1 7%
ey Gy G2 -.: Gy
L L B =
==l

Gl Cn2 -« Chm

'SP.xy = Soluiia (raspuusul) corespunzatoare problemei P.xy
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64 Solutiicsi rdspunsuri

SP.3 a) Trebuie ca imaginea unui punct (z1,z2) si fie
punctul (z1,—z2) , adicd

a1ir1 + a12%2 T
= Ax = = Vai,29 € R.
= : ( a21%1 + a22T9 ) ( —T9 ) d Pl

Impunéind aceastd conditie se obtine

1 0 ¢ : X
A= ( 0 —1 > = matricea simetriei in raport cu axa Oz .

b) Conditia este ca

1171 + @12%2 —x
—cAx — = V1,20 € R.
y‘ < 4211 + G22Z2 > < —2 ) e

=l 0 St 3 e 1
A= ( ) = matricea simetriel in raport cu originea O .

0 —1
¢) Din
= _ [ aniwi +apx2 \
y = Ax = =
2121 + @222
I1COS — ToSino
= ! ,Vzy,20 ER
1 SN + T9 COS &
se deduce
cosa —sina ' : ;
A= Ala) = y = matricea de rotatie cu unghiul «.
sin o COS ¥

d) Din y = Ax = < %1 ) concludem cu

A= ( (l) g ) = proiectia ortogonald pe Oz; , paraleld cu Oz,

SP.4 a) O=(0,0)Z(A4). b) Avem x; = Axy, x9 = Axy
si fie v=p-x; +q- %y . Atunci

Av=p Ax;+q - Axo=v = veI(4).

SP.5. a)si d) : axa Oz; = {(z1,42) € B | 25 = 0} , b)-c)
o], = N{kes



SSHy -9 SP20 . 65

SP.6 Si presupunem ci ar exista A; € C astfel ca
(+) Ax = Mx x:<m)¢Q
z2
i_n acest caz p:=x7 X = |z1|2 + |z2|? # 0 . Decarece A = AT
A = A, din (*), prin transpunere respectiv conjugare gisim
xTA=Xx  xF : AX =X -X.
Inmulgind la dreapta prima egalitate cu X , obtinem
xT (4Ax) = MxTxX = Mg = \ipt,

adici A\ = A\ sau M\ €R.
Generalizarea la cazul A € M, (R) , x € M, 1(C) este imediata .

SP.7 Determinam valorile proprii, deci numerele A péntru care
sistemul Ax = Ax admite solutii nenule x . Deoarece sistemul se poate
scrie sub forma (A — AI2)x =0, rezultd cd trebuie sd avem

a— A b NS _ -l a b
Lo g i e
unde § = det(A) = ad — b .

Discriminantul ecuatiei in A este A = (a — d)? + 4b% .

Cazull: a=d#0si b=0,deci A=a-I,.Atunci A\; = A2 =a sl
orice x € M 1(R) este un vector propriu. Cu alte cuvinte, orice dreapta
acre trece prin origine este invarianta.

Cazul Il : A = (a — d)? + 4b> > 0 . Atunci valorile proprii sunt
a+d- VA at+d— VA
=" Y0 L =T
| 2 2
Vectorii proprii corespunzatori lui A; sunt
g: T |
= dacd b#0 ,m;= ]b_a L EE N
m;€
0 .
x;=1 . dacda b=0 , (€eR.
¢

Inseamni cd in cazul A > 0 dreptele invariante sunt : o = m; - Ty
daci b # 0. In cazul b= 0, axa verticald de ecuatie z1 = 0 este o
dreapta invarianta .



